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Teil 1
Informatik II1

1 Rekurrenzen

1.1 Euklid (Bestimmung des ggTs)

Der Euklidische Algortihmus berechnet den ggT mittels rekursiven Aufrufen! folgen-
dermafen:

99T (z,y) = g9 (y, x mod y)

Hierbei werden alle Faktoren, die nicht Primfaktoren beider Zahlen sind, herausgezo-
gen, bis letztendlich g¢gT' (> Primfaktoren,0) iibrigbleibt.

Der Worst-Case-Fall des FEuklidalgorithmus sind die Fibonaccizahlen. Die Fibonac-
cizahlen haben die Eigenschaft, daft wenn man den Rest von Fj/Fy_1 bestimmt, Fj_o
herauskommt, da Fy = Fji_1 + Fx_o. Es miissen somit genau k Schritte durchgefiihrt
werden, um darauf zu kommen, dafs der gg'T' zweier Fibonaccizahlen, die im Wort-Case
aufeinander folgen, 1 ist.
Fiir Fibonaccizahlen gilt

Wir sehen, dafs je grofer die Zahlen werden, die Hiufigkeit der Fibonaccizahlen loga-
rithmisch abnimmt, da die Grofe der Fibonaccizahlen exponentiell steigt. Somit gilt

O(logn).

1.2 Bindre Suche

0 firn <0
T(n)—{ 1 firn=1
1+T(|22 ) —1) firn>1
Ty =1+ T( " -1 <1+ 7(5))

1.Fall: n ist eine Zweierpotenz, etwa 2F
T(n) =T2F) <1+T(%)
=14T(2F1)
<1414T(2F2) =2+T(2"2)
S r+TEF ) = E+ T (20 =k + 1
=log(n) +1 = O(log(n))
2.Fall: n beliebig: Sei 2871 < n < 2%(— &k = [log(n)])
T(n) <T(2%) <k+1=[log(n)] +1=0(log(n))

[ A

1.3 Mergesort

T(1)=0

T(n) =n+ T(|"L)) + Tn — [52)) <n+ 2« T(1%52 ) mn+ 2 T(|3))
1. Fall n = 2*:

'Es gibt auch ein iteratives Verfahren des Euklidischen Algorithmusses.
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T(2F) =2k 427 (%)
=2k 427 (2F1)
< 2k 4 9(2F1 4 21 (2F2)
< 2% 2k 4 227(2F2)
<. <rx2k 4275 T(0)
=72k
—r=k k * Qk

= O(log(n) % n)

1.4 Quicksort
1.4.1 Worst-Case

T(n)=(n—1)+ {2, (Tn—i)+T(i~1)=n—1+T(n—1)+7(0)
k=n
:n—1+n—2+n—3+...+n—n:Z(n—k)
k=1

= O(n?)

1.4.2 Average Case

Firn > 2:

T(n)=n—1+— Z n—i)+T@{@—1)=n—1+— ZTz—l)
zl

Durch Induktion kann man zeigen (ohne Beweis):
T(n)=2(n+1)H(n) —4n

Wobei H(n) die harmonsische Reihe ist, fiir die gilt:

dx+1

Hiermit 148t sich H(n) nach log(n+1) bzw. log(n)+1 abschitzen. Somit ist die Laufzeit
im Average Case:

= O(nlog(n))
2 Mastertheorem

2.1 Ubersicht

1 0(1) fallsn =1
T(n)—{ axT(%)+cxn fallsn=0b">1

LFall: a <b:T(n) =0(n)
2.Fall: a =b:T(n) =0O(nx*log(n))
3.Fall: a > b: T(n) = O(n*)mitk = logy(a)
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2.2 Verstidndnis des Beweises

Das Mastertheorem sind im Prinzip Regeln, die aussagen, welches Laufzeitverhalten der
Algorithmus hat. Die Laufzeit wird abhénging von der Groéfse der einzelnen Teilproble-
me, der Anzahl der entstandenen Teilprobleme und der Rechenzeit fiir die Erstellung
bzw. Zusammenfiihrung dieser Teilprobleme bestimmt.

e Dabei ist klar, dal wenn die Teilprobleme summiert kleiner sind als das Origni-
alproblem und die Erstellung der Teilprobleme auch nur linare Zeit beansprucht,
der ganze Algorithmus in linearer Zeit ausgefithrt werden kann.

e Wenn die Grofe der Teilprobeme genau der Grofe des Orignialproblems ist und
des weiteren linearer Platz gebraucht wird, um diese Teilprobleme zu erstellen,
benostigen wird O(nlogn) Zeit.

e Werden die einzelnen Teilprobleme in der Summe gréfser, als das Orignalproblem
ist klar, dak wir noch mehr Laufzeit bendtigen.?

3 Ableitung der untersten Schranke von Sortierverfahren
nlog(n)

Wir kénnen eine Entscheidungsbaum erzeugen, der anhand von Vergleichen auf die
richtige Permutation der Eingabe schlieftt. Fiir n Zahlen gibt es n! Permutationen.

Jeder Bindrbaum der Héhe h hat hochstens 2 Blitter. Es gilt
2" > n! = h > log(n!)

Da n! > (2)" kénnen wir log(n!) folgendermaken abschitzen

logn! > log (%)n = nlog (g) = nlog(n) — nlog(e)

= Q(nlog(n))
Somit haben wir eine Baumtiefe von mindestens nlog(n), was die untere Schranke fiir
Sortierverfahren ist.

4 Weitere Sortierverfahren

4.1 Countingsort

Das Vorkommen der Elemente im zu sortierenden Array wird einfach in einem Ar-
ray gezdhlt und dann linear wieder geschrieben. Dieses Verfahren ist nur bei kleinen
Universen anwendbar. Des weiteren diirfen hinter den Elementen keine weiteren Infor-
mationen mehr versteckt sein, die beim Sortieren mitsortiert werden (bei Datenbanken
zum Beispiel der Fall).

4.2 Bucketsort

Die Elemente werden auf Buckets gelegt. Anders als bei Countingsort diirfen auch
Informationen bei den Elementen enthalten sein.

Diese Sache steht auf Seite 146 im Info III Skript
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4.3 Radixsort

Einzelne Teile werden mit stabilen Verfahren vorsortiert. Z.B kann kann eine alpha-
betische Sortierung damit erzeugen, indem man die einzelnen Buchstaben mit einem
stabilen Verfahren von hinten nach vorne sortiert.

5 Graphen - Tiefensuche/Breitensuche

Tiefensuche 1duft mit einem Stack, die Breitensuche mit einer Queue. Sie laufen mit
einer Laufzeit O(|V|+ |E|), weil jeder Knoten einmal auf den Speicher gelegt wird und
jede Kante inspiziert wird.

Mittels Breitensuche lassen sich kiirzeste Wege ermitteln, wobei das Kostenmafs der
Kanten uniform, d.h = 1 ist, indem man fiir jeden unbesuchten Knoten, den man in
die Queue einreiht die Kosten des Vorgingers um 1 erhoht und in den Knoten schreibt.
Die Kosten kann man in einer Matrix ablegen.

Kosten fiir langste Wege lassen sich erzeugen, indem man die Kosten negiert und eine
Algorithmus verwendet, der die kiirzesten Wege berechnet.

6 Dijkstra-Beweis

Hinweis: Beim Daijkstra konnen wir gut eine Priorityqueue verwenden, um die Menge
der noch nicht fixierten Knoten zu verwalten.

Startknoten ist der Knoten v. Wir haben eine Menge D, in welcher die Knoten enthalten
sind, fiir die der kiirzeste Weg von v aus schon bestimmt ist3

Von einem Knoten w dessen Abstand von v d(v,w) ist, konnen wir einen Knoten z,
welcher noch nicht in der Menge D enthalten ist, mit den minimalsten Kosten von v
erreichen. Wir wihlen diesen Knoten. Formalisiert gilt fiir alle Paare w’ € D\w und
' € (V\D)\z

d(w,z) < d(w',z")

Wiirden wir nun einen Knoten y € V' wéhlen, so wiirde gelten
d(v, ) + d(w,z) < d(v,y) + d(y, 7)

Wenn y € D ist d(v,y) + d(y,x) groker als d(v,x), da d(v,z) schon am kleinsten ist,
weil in der Menge D schon alle kiirzesten Pfade bestimmt sind.

Es ist unmdglich, dall y ¢ D, da so der Weg d(v,y) + d(y, z) garantiert groker ist, da
iiber einen anderen Knoten aus D gegangen werden muf und d(v, z) minimal ist.

7 Baume

7.1 Definition
e Jeder Graph ohne Knoten und folglich auch ohne Kanten ist ein Baum

e Fiir genau einen Knoten gilt Pre(vg) = (). Fiir alle anderen Knoten gilt: v ist
genau iiber einen Pfad von vy erreichbar.

e & Fiir genau einen Knoten gilt Pre(vg) = 0. Fiir alle anderen Knoten gilt
|Pre(v)| = 1.

*Diese Menge kénnen wir nach und nach herstellen. Wir starten dabei mit der leeren Menge, weil
der Knoten v selbst mit der Weglénge 0 erreichbar ist und dies garantiert auch der kiirzeste Weg ist.
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7.2 Hohe und Tiefe

Die Hohe des leeren Baumes ist —1. Die Hohe des Baumes mit nur dem Wurzelknoten
ist 0 usw.

Tiefe wird gesagt, wenn man die Entfernung eines Knoten zur Wurzel angibt. Der
Wurzelknoten selbst hat die Tiefe 0.

7.3 Regeln

e n = |V| Knotenanzahl
o h = H(T) Hohe

7.3.1 Allgemeine

e Hat der Baum den Grad k, so ist n < kh,:fl

o Fiir k > 2 gilt: Hohe(T) > logi(n-(k—1)+1)—1

7.3.2 Fiir Bindr-Biume

on§2h+1—1

e Hohe(T) > logy(n+1) —1

7.4 Erzeugung von Wildern aus Graphen

Wilder werden erzeugt, indem der Graph mittels DF'S oder BFS durchgegangen wird.
Dies geschieht, indem wir die Knoten, die in den Adjazenslisten stehen entweder in die
Queue oder den Stack einreihen. Sollen wir einen schon besuchten Konten einreihen, so
reihen wir diesen nicht ein.

8 Ungerichtete Graphen
8.1 Allgemeine Eigenschaften
e n>2und |E| <n—1= G ist nicht zusammenhangend

e £ >n >3 = G ist zyklisch.

8.2 Aquivalente Aussagen

Folgende Aussagen sind dquivalent
e (5 ist zusammenhingend und zyklenfrei
e G ist azykklisch und |[E| = |V| -1
e G ist zusammenhingend und |E| = |V| -1

e Zu jedem Knotenpaar (v,w) gibt es genau einen Pfad von v nach w
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9 Minimumheap

9.1 Darstellung durch Arrays

Array|[1] : Wurzel
Array|2i] . linker Sohn des Knotens mit der Nummer i
Array[2i+1] : rechter Sohn des Knotens mit der Nummer i

9.2 Einfiigen

Einfiigen an der ersten moglichen Position. Danach wird der Knoten mit dem Vater
solange getauscht, bis der Vater kleiner als der Vorgéngerknoten ist.

9.3 Loschen

Loschen, in dem wir den zu l6schenden Knoten mit dem letzten Knoten im Baum
vertauschen und dann wegnehmen. Der vertauschte Knoten mufs solange mit einem
Sohn verglichen werden, bis er kleiner als beide Sohne ist. Dabei mufy immer mit dem
kleineren der beiden Sthne getauscht werden.

9.4 Heapsort
9.4.1 Algorithmus

Heapsort kann durchgefiihrt werden, indem wir immer das oberste Element entnehmen
und danach die Minimumeigenschaften mit dem Algorithmus fiir das Loschen wieder-
herstellen.

Dabei kann der Heap zuerst geschrieben werden, indem die Hélfte der Zahlen direkt in
den hinteren Teil des Arrays fiir den Heap kopiert werden. Dann kann immer das Array
von hinten mit einem Vater aufgefiillt werden, der dann eventuell abgesenkt wird.

9.4.2 Laufzeit

Fiir das Absenken im Baum bendtigen wir die Laufzeit O(logn). Da wir dies nmal
fiir alle Elemente, die wir nacheinander dem Heapbaum in der sortierten Reihenfolge
entnehmen, tun miissen, erhalten wir die Laufzeit O(nlogn). Diese Laufzeit wird auch
bendtigt, um den Baum vorher aufzubauen. Also erhalten wir insgesamt O(nlog(n)).

10 Union-Find-Walder

Union-Find-Wiélder werden dazu benutzt, um die Zusammenhangskomponenten von
ungerichteten Graphen zu bestimmen.

Wir starten mit trivialen Zusammenhangskomponenten, in der jeweils ein Knoten vor-
handen ist. Wir verringern zwei getrennte Zusammenhangskomponenten zu einer, wenn
es eine Kante zwischen zwei in diesen beiden Bidumen enthaltenen Knoten gibt. Um
alle Kanten zu bestimmen, gehen wir die alle Adjazenzlisten durch.
Union-Find-Bdume werden vereiningt, indem der jeweils kleinere Baum an den groferen
gehiangt wird. Die Grofle wird zur Laufzeitoptimierung bei jedem Baum mitgespeichert.
Einen Zyklus haben wir gefunden, wenn wir einen Baum des Waldes mit sich selbst
vereinigen sollen.

Der Wurzelknoten eines Baumes kann mit O(log(n)) gefunden werden, da der Baum
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fiir jeden inneren Knoten mindestens 2 S6hne hat. Die Vereinigung geschieht in kon-
stanter Zeit O(1). Fiithren wir den Union-Find-Algorithmus n-mal aus, so erhalten wir
als Kosten O(nlog(n)).

11 Kruskal zur Erstellung des MST

11.1 Abbruchkriterium

Sobald der Graph genau |V|—1 Kanten hat, kénnen wir abbrechen, da sonst ein Zyklus
sofort erzeugt wird.

11.2 Laufzeit

Die Laufzeit des alleinigen Kruskalalgorithmus ist wegen der Sortierung O(|E|log |E|).
Dazu muf allerdings noch der Zyklentest kommen, der mittels BFS oder DFS in O(|E|+
[V|) V| — 1-mal lauft.

12 Speichermoglichkeiten von Datenmengen mit dynami-
scher Grofse

12.1 Hashing

Beim Hashing wird mit Hilfe einer surjektiven Funktion das Universum auf einen klei-

neren Speicher abgebildet.

12.1.1 Verschiedene Hashfunktionen

e Modulofunktion: x mod y wobei y die Groke des Hashspeichers ist

e Mittelquadrat: Die Speicheradresse wird quadriert. Danach werden aus der qua-
drierten Zahl in der Mitte Ziffern herausgenommen: Beispiel: 128% = 16384 = 38

e Multiplikationsmethode: Die Zahl wird mit einer irrationalen Zahl zwischen |0, 1]
multipliziert. Danach erhalten wir eine Orignial4-d-bittige Zahl. Die letzten d Bits
werden als Speicheradresse fiir den Hash verwendet.

12.1.2 Offenes Hashing mit Kollisionslisten

Wenn es Kollisionen gibt, dann werden an den Hashspeicher Listen angehéngt, in denen
Elemente gespeichert werden, die nicht mehr in den normalen Speicher passten, weil
diese schon besetzt war.

12.1.3 Geschlossenes Hashing mit offener Adressierung

Beim geschlossenen Hashing mit offener Adressierung wird bei belegten Hashspeicher-
plitzen mittels anderer Hashfunktionen auf andere Speicherplitze ausgewichen.
12.1.4 Dynamisches Hashing

Schon einmal berechnete Ergebnisse von Teilproblemen eines grofen Problems werden
gespeichert. Diese kénnen aber problemlos geloscht werden, wenn ein neuer Wert die
Hashspeicherzelle iiberschreibt, da sie neu berechnet werden kénnen.
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12.2 Balancierte Biaume

Bei den Baumen ist jeweils das Verhalten beim Einfiigen und Entfernen wichtig.

12.2.1 Hohe von Baumen
leerer Teilbaum: -1
ein Knoten: 0
USw.

12.2.2 Suchbdume

Bei einem INORDER-Durchlauf eines Suchbaumes sind alle Elemente sortiert.

12.2.3 AVL

Rotationen iiben. Typen von Rotationen lernen!

e Wenn bal(v) = —2 und bal(right(v)) € {—1,0} einfache Rotation nach links

(v) = (

e Wenn bal(v) = —2 und bal(right(v)) = 1 Doppelrotation rechts-links

e Wenn bal(v) = 2 und bal(left(v)) € {1,0} einfache Rotation nach rechts
)

e Wenn bal(v) = 2 und bal(left(v)) = —1 Doppelrotation links-recht

Die Hohe eines AVL-Baumes ist O(logn). Schlechteste AVL-Béume sind Fibonaccibéiu-
me. Bei diesen steht die Fibonaccizahl F,, 4 in der Wurzel.

12.2.4 Blatt

In den inneren Knoten werden nur die Schliissel, die zur Suche benotigt werden, ge-
speichert. Die eigentlichen Informationen stehen in den Blattern. Dabei sind die Blatter
zum besseren sequentiellen Auslesen untereinander doppelt verkniipft.

12.2.5 B-Biume

B-Béume sind Speicherstrukturen fiir den externen Speicher.

Wenn ein B-Baum die Ordnung m hat, dann bedeutet das, dafs jeder Knoten mindestens
m aber hochstens m -2 Schliisselwerte mit den dazugehorigen Daten beinhaltet. (Davon
ist die Wurzel ausgenommen)

B-Béume haben folgende Eigenschaften:

e Jeder Knoten, auffer die Wurzel hat mindestens m und hochstens 2m Schliissel-
werte, wobei m die Ordnung ist.

e Die Wurzel hat héchstens 2m Schliisselwerte. Nach unten gibt es jedoch keine
Grenze.

e Jeder Knoten mit k Schliisselwerten hat k + 1 S6hne, wenn dieser Knoten nicht
ein Blatt ist.

e Alle Blitter haben dieselbe Tiefe beziiglich des Wurzelknotens.

18



Wir fiigen Schliissel zu dem Baum hinzu, indem wir sie in dem geeigneten Blattknoten
einfiigen. Wird dieser zu grof (OVERFLOW), miissen wir ihn splitten. Hierbei wandert
der mittlere Wert dieses Knoten in den dariiber liegenden Vater und aus dem einen
Kunoten werden zwei gemacht.

Beim Lschen kann es passieren, dak ein Knoten zu klein wird (UNDERFLOW). Wenn
es moglich ist, borgen wir uns Schliisselwerte von einem benachbarten Bruderknoten.
Hierbei geht ein Wert aus dem Bruder in den gemeinsamen Vaterknoten, wihrend ein
Schliisselwert aus dem Vaterknoten in den Knoten mit dem UNDERFLOW kommt.
Geht dies nicht, so wenden wir Konkatenation an und zwei Bruderknoten werden zu
einem Knoten zusammengefiigt. Dieser Knoten nimmt des weiteren noch den Wert aus
dem Vaterknoten auf, der nun auf keinen Sohn mehr zeigt.

Die Laufzeit von Suchen, Einfiigen und Léschen auf B-Biumen ist

O(Hohe(T)) = O(1og (. 41)(N))

wobei m die Ordnung und N die Schliisselanzahl.

13 Greedy

13.1 Huffman-Codes

Wir immer wieder fiir die beiden Knoten mit der geringsten Haufigkeitkeit einen Knoten
mit der Summe beider Haufigkeiten hinzu, an den diese beiden Knoten angehingt
werden.

13.2 Graph-Farbe-Problem

Beim Graphfiarbealgorithmus tiberpriift man, ob man mit m Farben den Graphen farben
kann. Wenn nicht erhéht man m um 1.

13.3 Rucksackproblem

Das Allgemeine Rucksackproblem ist mit einem Greedyalgorithmus optimal 16sbar. Das
{0,1}-Rucksackproblem nicht. Es ist sogar NPC.

14 Spielbaume

Fiir manche Spiele &t sich der Spielbaum vollstdndig konstruieren. Fiir viele Spiele
ist diesr jedoch zu grof. Man verwendet deshalb eine Pay-Off-Funktion, die die Giite
einer Konfiguration berechnet und nach dieser Giite {iber den kommenden Spielzug
entscheidet.

14.1 15er-Puzzle

Die Giite der Konfiguration wird berechnet mit

Anzahl der Pléttchen, die an falscher Stelle sind + Baumtiefe (Anzahl schon
verschobener Pléttchen)

Je hoher dieser Wert ist, desto schlechter ist es.
Es wird immer (LC-Methode) der Knoten expandiert, der momentan den optimalsten
Wert hat. So ist sichergestellt, daf stets der kiirzeste Weg dorthin verwandt wird.
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Beim 15er-Puzzle ist es jedoch moglich, dafs eine Konfiguration nicht in Zielkonfigura-
tion zu bringen ist. Der Spielgraph besteht aus zwei unzusammenhingenden starken
Zusammenhangskomponenten.

14.2 Tic-Tac-Toe
Die Pay-Offfunktion berechnet

Anzahl der moglichen Reihen des eigenen Spielers
—Anzahl der méglichen Reihen fiir den Gegner

Je hoher dieser Wert ist, desto besser.

Es wird immer angenommen, dafs der Gegner den besten moglichen Zug macht, also
den fiir einen am schlechtesten.

Es wird ein Baum mittels Backtracking bis zu einer bestimmten Tiefe erstellt. Auf dieser
Tiefe werden die Konfigurationen bewertet. Ist der dariiberliegende Knoten ein MAX-
Knoten, d.h. der Spieler selbst ist am Zug, so wird der Knoten mit dem grofsten Wert
unter den Briidern fiir den MAX-Knoten verwandt, um den groftmdéglichen Gewinn zu
haben.

Ist es ein MIN-Knoten, so wird der Knoten mit dem geringsten Wert genommen. Dies
entspricht dem Wort-Case, daf der Gegner genau den fiir einen schlimmsten Zug macht.
Kommen wir zur Wurzel des Baumes, einem MAX-Knoten, so nehmen wir dann den
Weg mit dem grofsten Gewinn.

Mittels a-B-Pruning kénnen wir Knoten abschneiden, die sowieso schon iibertrumpft
oder untertrumpft sind.

7Z.B. ist in einer Reihe von MINKNOTEN einer dieser Knoten maximal. Wenn durch
Uberpriifung der Ebene unter dem MIN-Knoten festgestellt wird, da® dort ein Knoten
minimaler als schon der gefundene maximale Wert des MIN-Knoten ist, kénnen wir
diesen Knoten gleich wegschneiden.

a-cut:  Cutting der Sohne eines MAX-Knotens
B-cut:  Cutting der S6hne eines MIN-Knotens

20



= ©

15 Dynamisches Programmieren

15.1 Floyd
15.1.1 Bewelis

Die Idee dieses Algorithmusses ist es, daf fiir jeden Weg zu einem Knoten gepriift wird,
ob er kiirzer ist, wenn man direkt geht oder wenn man schon durch eine vorberechnete
Menge D geht. Wird in der Menge D ein Knoten eingefiigt, so wird versucht fiir jeden
Knoten zu jedem Knoten einen Weg zu finden, der {iber diesen Knoten kiirzer ist.

AH_I(U, w) = mm{Ai(v, w), Ai(v, V1) + Ai(vi+1, w)}

0=

i+1

15.1.2 Beispiel

Do = (Z)Z
V1 | U2 | V3 | V4 | Us
(% 0 3 8 oo | 4
vy | 00 | 0 oo |1 7
vy oo |4 |0 00 | 00
v |2 oo |5 |0 | 0
vy | 00| 00| 00| 6 0
D1 = {Ul}:
U1 | V2 | U3 | V4 | Us
v |0 |3 |8 |oo| -4
vo oo |0 |oo |1 7
vy oo |4 |0 | o0 o0
v |2 |B |50 | -2
vy | o0 oo oo |6 |0
Do = {v1,v2}:
V1 | V2 | U3 | V4 | Vs
vy | 0 3 8 4 | 4
vy | 00 | 0 oo |1 |7
vy | oo | 4 0 5 |11
ve |2 |5 |50 |-2
v oo |oo|oo |6 |0
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D3 = {v1,v2,v3}:

(%] V2 VU3 V4 | Vs
vi |0 |3 |8 |4 |4
vo | 00 | 0 oo |1 |7
vy | oo |4 |0 5 |11
vg |2 |-1 -5 |0 |-2
v5 oo |oco|oo |6 |0

Dy = {v1,v,v3,v4}:

V1 V2 V3 V4 | Uy
vi |0 |3 |-1]|4 |4
vo |3 |0 |41 |-1
v3 |7 |4 |0 |5 |3
ve |2 |-1|-5]0 |-2
vs |8 |5 |1 |6 |0

D5 = {7}1, V2, V3, V4, 05}:

v1 | vg | v3 | v4 | U5
vi |0 |1 |-3|2 |4
vo |3 |0 |4]1 |-1
vs |7 |4 10 |5 |3
vg |2 |-1]-5]0 |-2
vs [8 |5 |1 |6 |0

15.1.3 Negative Zyklen

Im Graphen diirfen keine negativen Zyklen vorkommen. Dann werden Pfade gebildet,
die unendlich klein sind und das schafft dieser Algorithmus auch nicht.

15.1.4 Konstruktion des Pfades

Es reicht, wenn wir uns bei jeder Verdnderung merken, iiber welchen Knoten wir die
Kosten der Kante verdndert haben. Dann kénnen wir den Pfad rekursiv zuriickverfolgen.

15.2 Warshall

Beim Warshall geht es nur um die Erreichbarkeitsanalyse. Wir verzichten deshalb auf
Kantenkosten und legen nur eine Wahrheitstabelle an, die aussagt, ob ein Knoten von
einem anderen aus erreichbar ist. Wir verwenden ein dhnliches Schema wie das des Floy-
dalgorithmusses. Wir nehmen immer einen Knoten aus der noch nicht in D enthaltenen
Menge mit hinzu und bestimmen fiir diesen fiir alle j Knoten:

RMY(i, j) = RF(i, 5) A (RF(i, ) v R*(k, j)

15.3 TSP

Das TSP (Traveling Salesman Problem - Problem eines Handlungsreisenden) ist das
Problem den kiirzesten Weg auf den Kanten durch alle Knoten zu finden, wobei jeder
Knoten genau einmal besucht werden muf und auch demzufolge jede Kante nur einmal
besucht werden darf. Das TSP-Problem ist das Problem einen Hamiltonkreis auf dem
Graphen zu finden.
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Auch das TSP l1aft sich mit Hilfe des dynamischen Programmierens effinzienter 16sen.
Das naive Verfahren hat die Laufzeit O(n!), da alle Permutationen ausprobiert werden
miissen.

15.3.1 TSP mit dynamischen Programmieren

Die Laufzeit des TSP-Algorithmus 14fst sich verringern, wenn man dynamsiches Pro-
grammieren anwenden. Hierbei werden angefangen von allen zweielementigen Teilmen-
gen die kiirzesten Wege in allen Teilmengen gesucht, die dann letztendlich zu immer
groferen Hamiltonwegen zusammengesetzt werden, bis letztendlich nur noch ein Ha-
miltonweg iibrigbleibt*. Das ganze liuft in einer Laufzeit von O(n?-2") mit einem Platz
von O(n - 2™).

15.3.2 Kosten TSP mit dynamischen Programmieren

e Initialisieren kostet ©(n) fiir jeden Knoten.

e Kosten pro l-elementige Teilmenge, die berechnet wird sind O(Nyy)

Nw=>Y Y 1=0-(1-1)

veW we(W\{v})

e Kosten summiert fiir alle Teilmengen w von v\{s}

> X Ne-

=2 w,wobei |w|=l

— 9n < n2
= 0(2"n?) = 6(n*2n)

o Platzkomplexitat ist
Theta(n - 2"),

da fiir jede Teilmenge die Kosten des kiirzesten Wegdes und der kiirzeste Weg
gespeichert werden miissen.

16 Graphen

16.1 DFS in Digraphen (Baumkante,Vorwirtskante,Riickwirtskante
und Seitwirtskante)

Wir durchsuchen den Graphen mit einer Tiefensuche (DFS). Dabei gehen wir die Ad-
jazenslisten der Knoten durch. Dabei sind die Knoten,

e die noch nicht besucht sind, blau

e die besucht worden sind, schwarz

4Wie das genau geht, haben wir nicht gemacht
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e und die gerade noch auf dem Stack liegen, fiir welche die DFS also noch 1duft,
grin

Die dabei explorierten Kanten werden folgendermafen genannt:

e Baumkante: Wenn der Zielknoten beim explorieren der Kante blau ist. (ganz
normale Kante)

e Vorwirtskante: Wenn der Zielknoten beim explorieren der Kante schwarz ist.
(d.h. der Index, der dem Zielknoten bei der Tiefesuche zugeteilt worden ist, ist
groker als der Index von dem momentanen Knoten)

e Riickwirtskante: Wenn der Zielknoten beim explorieren der Kante griin ist.
(d.h. das die Tiefensuche fiir diesen Knoten nicht abgeschlossen ist.) Der Knoten-
index des Zielknotens ist kleiner als der Knotenindex des momentanen Knotens.
Wir haben in diesem Fall einen Zyklus gefunden.

e Seitwirtskante: Alle {ibrigen Kanten. Die Tiefensuche kann vollstindig abge-
schlossen sein, ohne das ein Teilgraph besucht worden ist, wenn dieser von diesem
Bereich nicht explorierbar ist. Alle Kanten, die von diesem Bereich dann in den
alten schon abgeschlossenen Bereich fithren, werden Seitwartskanten genannt.

16.2 Topologische Sortierung

Eine topologische Sortierung kann nur dann vorliegen, wenn der Graph keine Zyklen
hat. Der Knoten, der keine Vorgédnger hat, bekommt die topologische Sortierungsnum-
mer 1. Dann gehen wir nacheinander die Adjazenslisten mittels Breitensuche durch und
numerieren die einzelnen Knoten durch, die wir in die Schlange einfiigen.

16.3 SCCs - ,strongly connected component” - Starke Zusammen-
hangskomponenten

16.3.1 Algorithmus - Aho/Hopcroft /Ullman
Der Algorithmus funktioniert wie folgt:

e Wir gehen den Graphen mit Hilfe einer Tiefensuche durch. Dabei bestimmen wir
den Schwarzfarbungsindex eines jeden Knotens. Der Schwarzfarbungsindex ist die
Reihenfolge in der die Knoten von der Tiefensuche wieder verlassen werden und
schwarz gefarbt werden.

e Wir drehen alle Kanten um. D.h. wir erzeugen aus dem Graphen G den inversen
Graphen G~!

e Wir lassen wiederum die Tiefensuche laufen. Dabei starten wir diese immer wie-
der von dem Knoten mit dem héchsten Schwarzfirbungsindex, der noch nicht
besucht ist. Heraus kommt dann ein DFS-Wald. Jeder Baum im Wald ist eine
SCC.

16.3.2 Beweis des SCC-Algorithmusses

e Es ist klar, dak wenn man innerhalb einer SCC die Kanten umdreht immer noch
eine SCC hat, weil eine SCC einen Zyklus bildet. Es geht so nur die andere
Richtung herum.

e Nehmen wir an, im Originalgraphen G gab es eine Kante von
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17

A nach B.
Dann gibt es in G~! eine Kante von
B nach A.

Die Tiefensuche fiir die aktuelle SCC B wiirde Gefahr laufen auch andere SCCs
in sich mit aufzunehmen, da es eine Kante gibt. Dies ist jedoch nicht der Fall, da
die Tiefensuche im Originalgraphen G iiber die Kante gekommen ist und folglich
beim Schwarzfarben die Knoten in den anderen SCCs einen héheren Schwarzfér-
bungsindex bekommen haben und folglich zuerst exploriert werden. Also darf die
Kante in G~! von B nach A gar nicht gegangen werden.

Netzwerkfluliproblem

Das Netzwerkflusproblem ist das Problem des maximalen Flusses von einem Startkno-
ten zu einem Zielknoten. Hierbei kénnen durch die Kanten Fliisse fliefsen, wobei die
Inschrift einer jeden Kante angibt, wie hoch der Fluss in dieser Kante momentan ist
und maximal sein darf.

17.1

Bei einem Knoten, der kein Start oder Zielknoten ist, gehen genausoviele Fliisse
weg, wie reinkommen. Die Summe aller einkommenden Fliisse minus die Summe
aller herausgehenden Fliisse ist also 0.

Z flw,v) — Z flo,w)=0

weN\{v} weN\{v}

Wir kénnen das Flukdiagramm iiber die Kanten an jeder Stelle in zwei Stiicke
schneiden. Sei S die Menge der Knoten die auf der einen Seite dieses Schnittes
liegen. Der Nettoflufs ist definiert mit

Flow(f,S Z flv,w) — Z f(u,v)

veES w¢S veES ugsS

Fiir alle Schnitte gilt: Der Nettoflufs ist fiir jeden Schnitt gleich.

Die Kapazitit ist der maximal Fluf, der iiber einen Schnitt gefiihrt werden kann.
Es gilt
cap(S) = Z c(v,w)

vES wepost(v)\S

Es gilt: Der maximale Fluf iiber das gesamte Netzwerk ist die minimalste Kapa-
zitdt, die durch einen Schnitt gehen kann:

maz flow = mincut

Ford&Fulkerson-Algorithmus

17.1.1 Algorithmus

Wir schreiben an jede Kante ein Wertepaar flow(v, w)gktuenr/ flow(v, w)maz. Zu-
dem erzeugen wir fiir jede Kante eine Riickwirtskante, die zu Beginn mit 0 in-
itialisiert wird.



e Wir suchen immer wieder einen zunehmenden Pfad in dem Netzwerk. Dies
kann dadurch geschehen, daf wir eine Erreichbarkeitsanalyse (z.B. mit der Brei-
tensuche gestartet mit dem Startknoten) auf dem Restgraphen durchfiihren, wel-
ches in der Laufzeit O(|V| + |E|) geschehen kann.

e Wir erhohen entlang des zunehmenden Pfades alle aktuellen Fluftwerte um den
gefundenen Flubwert des Pfades.

e Dies tun wir solange, bis kein zunehmender Pfad mehr gefunden werden kann.
(d.h. der Schnitt mit dem geringsten Flufs (mincut) ist voll ausgelastet.)

17.1.2 Worst Case

Der Worst-Case ist gegeben, wenn eine Kante immer wieder vor und dann die Riick-
wartskante wieder zuriick gegangen werden muk. Folgendes Beispiel ist ein Worst Case
bei dem 10™ Schritte von No6ten sind:

10"

Zuerst wird die Kante von (s,v) genommen und dann iiber die 1-er-Kante (v,w) ge-
gangen, um {ber (w,t) dann ins Ziel zu gehen. Im néchsten Schritt wird iiber (s,w)
gegangen, dann iiber die Riickwértskante (w,v) und dann iiber (v,t) zum Ziel. Durch
ungeschickte Wahl der Kanten wird das Verfahren sehr ineffinzient, obwohl es schneller
gehen konnte.

17.1.3 Optimierung

Die Laufzeit des Algorithmusses, wenn stets ein kiirzester Pfad gewidhlt wird ist

o(VI]-|EP).

17.2 Bipartites Matching

Beim Bipartiten Matching geht es darum moglichst viele Verbindungen zwischen Kno-
ten auf der einen Seiten und Knoten auf der anderen Seite herzustellen, wobei ein
Knoten hochstens auf einer mit 1 beschrifteten Kante liegen darf. Ein Beispiel fiir ein
bipartites Matchingproblem ist zum Beispiel die Computerzuteilung fiir verschiedene
Aufgaben. Nicht alle Aufgaben lassen sich auf allen Computern l6sen. Von einem Auf-
gabenknoten ziehen wir eine Kante mit der Kapazitit 1 zu einem Computer, der diese
Aufgabe erfiillen kénnte. Dieses Matchingproblem I6sen wir, indem wir vor alle Auf-
gabenknoten einen Startknoten setzen und diesen mit einer 1-er-Kante mit allen Auf-
gabenknoten verbinden und von jedem Computerknoten auch wieder eine 1-er-Kante
zu einem neu hinzugefiigten Zielknoten hinzufiigen. Das ganze kann man so als ein
Netzwerkfluproblem betrachten.
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18 Mustererkennung

Bei der Mustererkennung wird in einem Text ein Muster gesucht. Anwendung ist zum
Beispiel eine Textverarbeitung, bei der ein String im Text gesucht wird. Aber es gibt
auch andere Anwendungsbereiche, z.B. DNA Analyse oder Virenerkennung.

18.1 Naives Verfahren

Bei dem naiven Verfahren setzen wir das Muster immer um eine Position nach vorne
und testen alle Stellen durch, ob kein Mismatch auftritt.
Dies erfordert dann O(n - k) Zeit.

18.2 KMP - Knuth, Morris und Pratt

Beim KMP-Algorithmus geht es darum, daf Muster, welches an den Text gelegt wird,
um schon besuchte Zeichen im Text nach vorne zu schieben, bei denen man sicher
gehen kann, daf sie nicht mit dem Wort iibereinstimmen. Dafiir benttigen wir eine
Hilfsfunktion, welche einmalig fiir das Suchwort erstellt wird. In dieser Hilffunktion
ist aufgezeichnet, wie grofs der Rand des aktuellen schon verglichenen Prifixes des
Suchwortes ist, wenn genau an der Stelle ein Fehler auftritt. Beispielsweise ist der
Rand von aba a, da das a sowohl vorne als auch hinten vorhanden ist. Der Rand von
acbac ist ac. Der Rand fiir abcabfg ist ab, falls nur bis zur 5. Position gelesen wird. In
der Hilfsfunktion wird jeweils gespeichert, wie grof der Rand ist. Beispiel:

ala|blalal|b
Oj110(11]12|3

Der Text wird nun iiberpriift, indem das Muster darunter gelegt wird. Wenn ein Mis-
match auftritt, verschieben wir das Muster um h(i) + 1 Stellen nach vorne. Also die
Zahl in der Hilfsfunktionstabelle an der Stelle stehend +1.

Die Laufzeit dieses Verfahrens ist O(n + k)

18.3 Boyer-Moore
O1:

Fall Aktion

1. X kommt in dem Mu- | Eine Position nach rechts verschieben. Der
ster rechts neben dem | Worst-Case tritt dann auf, wen wir beispielswei-
Zeiger vor / Die aktuelle | se einen Text aus nur a’s haben und das Muster
Position hat einen Mis- | baa in diesem suchen. Jedesmal wird ein Mis-
match, da das Zeichen | match a#b erzeugt und es darf nur eine Position
im Text X ist im Muster | weiter gerutscht werden.

aber nicht
2. X kommt in dem Mu- | Das Muster wird so verschoben, dak das erste X
ster links neben dem | im Suchstring an der Zeigerposition steht.
Zeiger vor. / Im Text
steht ein X aber im Mu-

ster nicht.
3. Es gibt gar kein X im | Wir kénnen das Muster um die ganze Lange des
Muster Musters nach rechts verschieben.

d9: Diese Heuristik ist dafiir da, um den Fall 1 besser zu machen, d.h. um mehr Stellen
nach rechts zu gehen.
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19 Scanlines

19.1 Sichtbarkeitsproblem fiir horizontale Ob jekte

Aktive Linien verwalten wir in einem AVL-Blatt-Baum. Im AVL-Blatt-Suchbaum steht
immer die y-Koordinate der Linien. Wir legen fiir jeden Anfang und jedes Ende einer
Linie einen Scanlinestopp an. Kommen wir an den Anfang einer Linie, so aktivieren
wir diese, indem wir sie in den AVL-Blatt-Baum einfligen. Wir kénnen die doppelte
Verkniipfung der Blatter nutzen, um festzustellen, ob wir direkte sichbare Nachbarn
haben. Wenn wir Nachbarn finden, dann geben wir das Nachbarschaftspaar aus. Ahnlich
verfahren wir mit dem Ende einer Linie. Wir entfernen sie aus dem AVL-Blatt-Baum
und iiberpriifen danach, ob neue Nachbarschaften entstanden sind und geben diese ggf.
aus.

Die Laufzeit hierfiir ist O(nlogn), fiir das Sortieren der Linien, jeweils O(logn) fiir das
Einfiigen und Loschen in den AVL-Blattbdumen an jedem Haltepunkt der Scanline.
Macht zusammen die Laufzeit O(nlogn)

19.2 Schnittproblem fiir horizontale und vertikale Objekte

Wir verfahren &hnlich wie oben. Wir fiigen Scanlinestopps fiir jede vertikale Linie ein.
Bei jeder vertikalen Linie testen wir, welche Linie im AVL-Blatt-Baum vorhanden sind,
die die Linie schneiden. Hierfiir kann man wieder die Doppeltverkettung der Blatter
gut nutzen.

Die Laufzeit hierfiir ist O(nlogn + k), wobei k die Anzahl der Schnitte ist.

19.3 Geometrisches Divide& Conquer fiir horizontal und vertikal lie-
gende Objekte

Wir unterteilen den Raum, in welchem die Graden enthalten sind, in zwei ungefdhr
gleich grofe Rdume und fiihren auf diesen wieder ein Devide und Conquer durch. In
unserem Beispiel aus der Vorlesung haben wir den Divide-Schritt nur einmal durch-
gefiihrt und dann sofort die Teile ,,geconquert”. Bei der Betrachtung der Teile kénnen
folgende Fille auftreten:

e Die vertikale Gerade schneidet die horizontale Gerade nicht. = Es gibt keinen
Schnittpunkt

e Die vertikale Gerade schneidet die horizontale Gerade. = Schnittpunkt ausgeben.

e Die vertikale Gerade schneidet die horizontale Gerade, wobei ein Endpunkt der
horizontalen Geraden in dem anderen Teil des vorher in zwei Teile zerteilten
Raumes ist. = Schnittpunkt ausgeben.

e Die vertikale Gerade schneidet die horizontale Gerade, wobei der eine Endpunkt
noch nicht einmal in dem anderen Teil des Raumes ist, mit welchem der Raum
vor dem Cutschritt noch zusammenhing. = Auch Schnittpunkt ausgeben.

19.4 Schnittproblem fiir (fast) beliebig liegende Objekte
Wir setzen bei diesem Algorithmus voraus, dafs

1. Die Anfangs und Endpunkte der Geraden von Beginn des Algorithmusses an
feststehen.

2. Keine Gerade parallel zur y-Achse also genau senkrecht verlauft.
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3. Sich nicht mehr als zwei Geraden in ein und demselben Punkt schneiden.

Das Problem ist, dal sich die Sortierung der einzelnen Linien dynamisch dndert. Wir
ermitteln beim aktivieren einer Geraden, ob sich diese mit einer benachbarten Gerade
schneidet. Wenn wir eine Gerade wieder deaktivieren ermitteln wir, ob die nun neuen
Nachbarn sich schneiden. So bekommen wir alle Schnittpunkte heraus, da sich keine
zwei Geraden schneiden kénnen, wenn sie keine direkten Nachbarn sind. Den Schnitt-
test konnen wir mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems machen. Die Laufzeit dieses
Verfahrens ist O(nlogn), da die Sortierung der Haltepunkte die Laufzeit des Sortier-
verfahrens beansprucht (O(nlogn)) und an jedem Haltepunkt eine kostante Anzahl an
Operationen, namlich eine Losch oder Einfiigeoperation und ein oder zwei Schnitttests
stattfinden.

Das hier vorgestellte Verfahren untersucht iibrigens nur einen Schnittpunkt. Es kann
sein, dafs eine Gerade mehrmals andere Geraden schneidet. Um dies zu iiberpriifen
bendétigen wir eine Umsortierung des AVL-Blattbaumes.

19.5 Voronoidiagramme (nur eine kurze Vorstellung)

e Das Voronoidiagramm unterstiitzt die Suche nach dem Nachbarknoten mit der
geringsten Entfernung.

e Die Kanten in diesem Diagramm liegen immer so, daf fiir benachbarte Knoten die
Kante genau in der Mitte liegt. Fiir zwei benachbarte Knoten sind die Voronoi-
Regionen Nachbarn.

e Auflen liegende Knoten, fiir die es keine Nachbarn mehr gibt, heiflen unbeschrénk-
te Voronoiregionen. Die Punkte heiffen zusammen , Konvexe Hiille”.

e Schnittpunkt die die Voronoikanten miteinander bilden, heifsen Voronoiknoten.

e Mittes Divide&Conquer kann ein Voronoidiagramm erstellt werden.

20 Randomisierte Algorithmen

Randomisierte Algorithmen kdnnen fiir die selbe Eingabe unterschiedliche Laufzeit und
unterschiedlichen Speicherplatz ben&tigen.

20.1 Las Vegas & Monte Carlo

Las Vegas Monte Carlo
fir ,nein” immer korrekt | fiir ,nein” immer korrekt
fiir ,,ja” immer korrekt | fiir ,,ja” manchmal®falsch

immer korrekt ‘ fiir ,,ja” manchmal falsch

20.2 Randomisiertes Quicksort

Wir hatten gesehen, dak Quicksort im Worst Case eine sehr schlechte Laufzeit hat, da
das Pivotelement falsch gewdhlt wird. Haben wir zum Beispiel eine schon vorsortierte
Folge und wollen diese noch einmal mit Quicksort sortieren und nehmen dabei immer
das erste Element, so haben wir den Worst Case.

Saber seltenst
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Den Worst Case kénnen wir abwenden, indem wir ein Element aus den moglichen
wéahlbaren per Zufall auswéhlen. Hierbei kommen wir auf die Laufzeit

1< , .
Taverage (n) =n—-1+ E z;(Taverage (Z - 1) + Taverage (n - Z))
was wieder auf O(nlogn) hinaus lauft.

20.3 Mustererkennung - Karp&Rabin

Wir benutzen eine Fingerprinttechnik. Wir teilen das Muster durch eine Primzahl.
Ebenso teilen wir auch den Text von der Liange des Musters fortlaufend immer durch
eine Primzahl. Sobald bei den beiden Divsionen derselbe Rest herauskommt, ist die
Wahrscheinlichkeit hoch, dafs das Muster mit dem Text an dieser Stelle iibereinstimmt.
Dieses Verfahren ist aber ein Monte Carlo Verfahren. Es kann bei der Antwort ,ja”
auch sein, dafs das Muster nicht gleich dem Text ist, wenn die beiden Zahlen ungiinstig
liegen. Um dieses Verfahren in ein Las Vegas verfahren umzuformen, miissen wir, wenn
das Monte Carlo Verfahren ein ,ja” zuriickgibt dieses mit einem naiven Vergleichen
noch iiberpriifen.

Das Monte Carlo Verfahren liuft in O(n+ k), wenn man voraussetzt, dak das Rechnen
mit den Zahlen nur konstante Kosten verursacht.

Zu dem Las Vegas Verfahren haben wir auch eine Laufzeitabschitzung gemacht, in der
wir gezeigt haben, mit welcher Wahrscheinlichkeit im Monte Carlo Verfahren ein Fehler
auftritt und mit welcher Laufzeit wir dann den Fehler ausbiigeln.

20.4 Primzahltest - Miller&Rabin

Dieser Primzahltest geht ziemlich weit in die Tiefen der Mathematik hinein.

20.5 Universelles Hashing

Beim Hashing kann es vorkommen, daf alle Werte im Worst-Case auf einen Wert ab-
gebildet werden. Um dieses zu umgehen verwenden wir beim universellen Hashing eine
Hashmenge, aus der wir zuféllig eine passende Hashfunktion auswihlen, die dann das
Hashing optimal macht, so daft wir keine oder nur wenige Kollisionen haben.

Eine Hashmenge H heifit universell, wenn es in ihr mindestens soviele unterschiedliche
Hashfunktionen gibt, wie es Schliissel im Schliisseluniversum gibt.

20.6 Skip-Listen

e Skiplisten sind normale Listen, denen ,Uberholspuren” aufgesetzt sind, um Li-
stenglieder zu iiberspringen und so eine schnellere Suche zu férdern. Die ,Héhe”
eines Listenelementes ist damit definiert, wie viele Skiplisten {iber diesem Listen-
element einen Stopp haben.

e Die perfekte Skipliste ermoglicht es sogar, in der Zeit O(logn) zu suchen.

e Randomisierte Skiplisten sind Skiplisten fiir die die Hohe der einzelnen Listen-
glieder zufillig festgelegt wird.

e Einfiige und Loéschoperationen auf Skiplisten sind sehr aufwendig, weil die Liste
rekonstruiert werden mufs, weshalb nur weniger solcher Operationen auf solchen
Listen durchgefiihrt werden sollten.
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Teil TI
Informatik IV

0 Allgemeines

0.1 Funktionen

Definition: Totale Funktion: Sei f eine Funktion A — B. Wenn es fiir alle a € A
ein b € B gibt, so heift die Funktion f total.

Definition: Partielle Funktion: Sei { eine Funktion A — B. Es existieren a € A, fiir
die kein b € B existiert: f(a) = L.

0.2 Aquivalenzrelation

Eine Aquivalenzrelation ist reflexiv, transitiv und symetrisch:

Fiir die Relation #
reflexiv Fiir alle x € X gibt es Rz
transitiv Fiir alle z,y, 2z € X gilt xRy und yRz = xRz
symetrisch | Wenn fiir x,y € X 2Ry gilt, dann gilt auch yRz

0.3 Formale Sprachen

Eine Sprache besteht aus Wortern. Hierfiir gibt es meistens Regeln, wie Worter dieser
Sprache gebildet werden, manchmal werden die Worter aber auch explizit angegeben.

leere Sprache L ={} oder auch L =)

Lange des Wortes | Die Linge des Wortes ist die Anzahl der Symbole,
die es aus ¥ umfakt.

Leeres Wort We = €

Inverses Wort wh

Konkatenation: L = L; o L bedeutet (w1 € L1, wy € La) w = wiws.
Konkatenation 148t sich mehrfach wiederholen. Beispielsweise bedeutet L™ n mal L:

LLL...L
—
n Mal

Kleenabschlufi: Unter dem Kleenabschluf versteht man

=
n>1
n=0: LY={e}
n=1: L'=1L
LT steht fiir?

Fir

L+:UL"

n>1

'd.h. An einigen Stellen ist die partielle Funktion nicht definiert
2Genauso wie L*, nur daf die Menge mit dem leeren Wort ausgeschlossen ist.
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1 Berechenbarkeit

1.1 Registermaschinen (kurz: RM)

Registermaschinen-Berechenbar R M-berechenbar: Eine partielle Funktion f :
N — N* wird RM-berechenbar genannt, wenn es eine Registermaschine R gibt, so daf

I =Ir

1.1.1 Aufbau und Befehle

Eine Registermaschine besteht aus

Befehlszéhler: Dieser zeigt auf den aktuellen Befehl.

Programmspeicher: Hier findet man die Befehlszeilen, welche
RM-Befehle beinhalten.

Akkumulator: Das Register, auf dem die RM Operationen ausgefiihrt
werden. Der Akkumulator wird auch mit ¢(0)
bezeichnet.

unendlich viele Register: Diese nehmen Werte (Variablen) auf
Register werden mit ¢(Nummer) bezeichnet.

Eine Registermaschine verfiigt iiber folgende Befehle, die im Programmspeicher stehen

kénnen:
LOAD Register in Akkumulator laden
STORE Akkumulator in Register speichern
ADD Zum Akkumulator ein Register hinzuaddieren
SUB ... subtrahieren
MULT ... multiplizieren
DIV ... dividieren
GOTO Sprungbefehl. Der Befehlszihler wird verdndert.
IF (.....) THEN ... | Bedingte Anweisung
END Der Befehlszéhler wird auf oo gesetzt.
Das Programm endet.

Zu jedem der fett geschriebenen Befehle kommt eine Variable?, von denen es drei Arten
gibt:

Konstante # k
direkte Variable | nichts | c(i)
indirekte Variable * c(c(i))

1.1.2 Kostenmalfie

Es existiert sowohl das uniforme als auch das logarithmische Kostenmafi. Weiterhin
existiert eine Zeit und eine Platzkomplexitit:

t% | uniforme Zeit

tr | logarithmische Zeit

s% | uniformer Platz

sr | logarithmischer Platz

3Wir haben in Informatik TV nur Ein-Adress-Registermaschinen verwendet. Diese haben dieselbe
Miéchtigkeit wie Null, zwei oder drei Adressmaschinen.
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Die Zeitkomplexitit wird gemessen an den abgearbeiteten Befehlen. Die Platz-
komplexitit an den besuchten Registerzellen.

Fiir das logarithmische Kostenmaft wird die Wortldnge des zu bearbeitenden Wortes n
betrachtet. Hierbei gilt fiir das logarithmische Kostenmaf:

_r1 firn=20
L(n)_{l-i-UognJ firn>1

1.1.3 Effiziente Algorithmen

Als effizient gelten Algorithmen, fiir die die Laufzeit polynomiell beschrankt ist:

T(n) = O(poly(n)) < T(n) < p(n), wobei p(n) ein Polynom

1.2 Turingmaschinen (kurz: DTM oder NTM)
1.2.1 Einbandige ,,normale” Turingmaschinen (deterministisch)

Eine DTM (deterministische Turingmaschine?) ist ein 7er-Tupel
T = (Q7 E’ F? 57 QO7 D7 F):

Q Zustandsmenge

Y Eingabealphabet

I'  Bandalphabet

§  partielle Ubergangsfunktion, der Form 6(q, a) = (g, a, move)
qo Startzustand (g0 € Q)

O Blanksymbol (O ¢ ¥,0 €T

F  Endzustandsmenge (F C Q)

Es gibt ein Band und einen aktuellen Zustand auf den der Zeiger der Turingmaschine
zeigt. Fin Raum auf dem Band heift Bandzelle oder Bandquadrat.
Eine partielle Ubergangsfunktion hat die Form

5(q17 a) = (CI27 b7 N)
Eine Turingmaschine kann

akzeptieren Wenn quituen € F'. Dabel ist es unerheblich, ob die partielle
Funktion § noch weiterrechnen konnte. Sobald ein Endzu-
stand erreicht ist, ist Ende.

verwerfen Wenn 0(qaktueil, Zeichengguen) = L. Verwerfen tut sie, wenn
der aktuelle Zustand kein Endzustand ist und ,.es nicht mehr
weiter geht”.

endlos laufen Wenn sie niemals abbricht.

Fangzustand Die Turingmaschine kann in einen Fangzustand geraten. In
einem Fangzustand arbeitet die Turingmaschine dauernd ei-
ne Ubergangsfunktion folgender Form ab:

5(Qaktuella ZeiChenaktuell) = (Qaktuella ZeiChenaktuella N)

Fangzustinde konnen auch formal durch verwerfende Zu-
stdnde ersetzt werden.

“Man schreibt leicht ,Touringmaschine”. Aber Turingmaschinen kommen gar nicht auf Touren,
sondern sie sind einfach nur Turingmaschinen ohne o.
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1.2.2 Mehrbandige Turingmaschinen
Bei mehrbandigen Turingmaschinen hat die Ubergangsfunktion die Form
6(g, (a,0)) = (p,< ¢, L >,<d, R >)

Eine Konfiguration wird wie folgt dargestellt:

oy B

Qaktuell

e Bre

1.2.3 Nichtdeterministische Turingmaschinen

Ubergangsfunktion:

5<Q7a) = {(QI7 blaXl)v ) (qk’v bk’,Xk>}

Die Konfiguration ist ein Baum.

1.2.4 Kosten von Turingmaschinen

Zeitkomplexitit:

t;(w)= Anzahl der Konfigurationswechsel, die 7 bei der Eingabe w durchfiihrt.
Platzkomplexitét:

sr(w)= Anzahl der Bandzellen, die 7 bei der Eingabe w besucht.

Ferner gilt:
sr(w) <tr(w)+1

,da die Turingmaschine auch sofort abbrechen kann. In diesem Fall wiirden zwar eine
Bandzelle besucht aber keine Zeit verbraucht werden. Es wiirde stehen 1 < 04 1. Man
sieht, daf die 1 von Noten ist.

1.2.5 Simulation von mehrbandigen Turingmaschinen durch einbandige
Turingmaschinen

Jede Mehrbandturingmaschine kann durch eine Einbandturingmaschine simuliert wer-
den und umgekehrt.

,<"1 Ist trivial. Jede Einbandturingmaschine kann man auf einer Mehrbandturingma-
schine simulieren, indem man nur ein Band der Mehrbandturingmaschine benutzt.

,=": Man kann aus einer Mehrband-DTM folgendermaken eine Einband-DTM machen:

e Man erweitert die DTM auf auf 2k Bénder. Jeweils auf dem 2k-ten Band setht
ein Zeichen, welches die Zeigerposition zeigt, auf dem 2k — 1-ten Band ist dsa
normale Band zu finden.

e Nun erweitert man das Bandalphabet so, dak zu jeder Kombination an Zeichen
auf den Bandzellen ein Zeichen in diesem Alphabet vorhanden ist:

I'=TuU (U {x})H*

Weiterhin wird auch die Zustandsmenge @ in @’ verdndert. In den Zustinden
Q' ist fiir jeden Zustand Q eine Zustandsmenge vorhanden. In dieser werden die
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Zeichen, die unter den Zeigern der Mehrbandturingmaschine stehen gespeichert
und dann hinterher eine Bewegung auf allen virtuellen Bindern ausgefiihrt®.

o Wir verfahren nun bei der Simulation wie folgt:

1. Wir suchen alle Zeiger auf dem Band und speichern sie in dem Zustand ab.
2. Wir veriindern das Band gemif der original Ubergangsfunktion.

3. Wir stellen den Zeiger der Einbandturingmaschine wieder vor den ersten im
Band kodierten Zeiger.

Kosten fiir die Simulation:
Die Anzahl der Konfigurationswechsel der simulierenden DTM 7/ ist beschrénkt durch
ein konstantes Vielfaches der Anzahl der Bandquadrate, die die zu simulierende DTM
T benutzt. Es gilt:

TT’(”) =C - My Ny

wobei M,, die Konfigurationswechsel der Original-DTM sind und N, die An-
zahl der Bandquadrate, die besucht wurden, sowie C eine Konstante ist. Es
folgt:=

T (n) = O(Ty(n)?), wegen My, - Ny

Es gilt auch
Sy = O0(S7(n)), weil nur hin und her gespult wird.

1.2.6 Programmierung von DTMs

Hintereinanderschaltung f; .., = fr, o fr, = fr,(fr)

Man vereinigt beide Zustandsmengen®. Alle Endzustinde der ersten DTM 71 ersetzt
man durch normale Zustdnde. Wird ein solcher Zustand erreicht, so leitet die DTM in
die Zustandsmenge der zweiten DTM 7y iiber:

(5(QF7—1 ) a/) - (qOTQ , @, N)

Schleifen, bedingte Anweisungen usw.

Wir konstruieren eine DTM, die die Bedingung iiberpriift. Abhingig von der Ausgabe
dieser DTM fiihren wir in die eine oder die andere DTM mit Hilfe des Zustandsmen-
genwechsels iiber.

Unterprogramme

Es gibt Zusténde, in denen Kontrollinformationen mitgespeichert werden (z.B. Riick-
sprungadressen). Lokale Variablen von Unterprogrammen kénnen auf einem Extraband
gespeichert werden. Die wirft jedoch Probleme bei der Rekursion auf. Besser ist es, sie
nacheinander an Stellen des zweiten Bandes zu speichern und sie mit entsprechenden
Sonderzeichen von anderen Unterprogrammvariablen zu trennen.

1.3 Registermaschine < Turingmaschine

Man kann eine Registermaschine mit einer Turingmaschine simulieren und umgekehrt.
Hiermit fiihrt man auch den Beweis, dafi eine Registermaschine mit indi-
rekter Adressierung die gleiche Michtigkeit wie eine Registermaschine mit
direkter Adressierung hat.

°Die Zusténde haben die Form < q,b1,ba,...,bx,c,... >, wobei b; € T U{?}. Das ,,?” steht dafiir,
daft das Zeichen auf dem betreffenden Band noch nicht bekannt ist
5Dabei darf natiirlich dann kein Zustand mit selben Namen einmal iiberschrieben werden.
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1.3.1 Simulation von Registermaschinen durch Turingmaschinen

Die Zustandsmenge ist: Q@ = Qo U Q1 U ... U @Qp U @Qpt1, wobei p die Anzahl der
Programmzeilen der Registermaschine ist. Die Zustandsmenge Qo erzeugt die Aus-
gangskonfiguration auf den Bandzellen, die Zustandsmenge @p41 stellt die Ausgabe
zur Verfligung.

Die Turingmaschine verwendet nun 4 Bénder:

1.Band Eingabe

2.Band Registerbelegung der Form
HHHOHbin(c(0)) #A#1#bin (c(1) # . .

3.Band Ausgabe

4.Band Nebenrechnungen

Wird nun ein Befehl, der in einer Programmuzeile steht, abgearbeitet, wird folgendes
gemacht (Am Beispiel von addx24):

1. Auf Band 2 wird zuerst an die Stelle 24 gespult, dann wird an die Stelle gespult,
wo der Wert aus der Registerzelle 24 hinzeigt. Dieser Wert wird ausgelesen und
auf das Nebenrechnungsband (Band 4) gelegt.

2. Der Akkumulator ¢(0) auf Band 2 wird mit dem Nebenrechnungsband bitweise
addiert.

3. Das Ergebnis wird zuriick in den Akkumulator kopiert. Die Zustandsmenge wech-
selt in die néichste Zustandsmenge”: Qnew = Qp pyuen+1-

Kosten
Jeder Befehl benétigt eine konstante Anzahl an Suchoperationen bzw. arithmetischen
Operationen, die ausgefithrt werden miissen. Diese laufen in polynomieller Zeit.
Es gilt
O(poly(N))

Fir N gilt

k
N =O(tg(ni,...,ng) + ZL(nz))
i=1

was darauf zuriickzufiihren ist, daf die Registermaschine tr(ny, -, ny) Zeit braucht und
die Lange des Bandes Zle L(N;) ist, {iber welches gespult wird.
Insgesamt erhalten wir als Laufzeit der Simulation

2
O(poly(tr(ni,---,m) + > L(ni)))

i=1

Insbesondere, wenn die Laufzeit der Registermaschine polynomiell beschriankt ist, gilt
fiir die gesamte Simulation

O(poly(m)).

1.3.2 Simulation von Turingmaschinen durch Registermaschinen

Allgemeiner Teil
Die Ubergangsfunktion wird simuliert, indem wir fiir jede partielle Funktion eine IF-
Abfrage programmieren:

"Sofern wir keine Gotobefehle haben
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Wenn(Zustand=... und Zeichen=...)
dann{Zustand=...; Zeichen=...; Zeigerbewegung=...;}

1. Méglichkeit: Durch indirekte Adressierung
Man benutzt eine linksseitig beschrankte DTM. Diese ist dquivalent zu der unbe-
schrankten DTM.

Register 1: aktueller Zustand

Register 2: Nummer des jeweils gelesenen Zeichens (0 ist O,
dann geht es fiir das Bandalphabet I" mit 1 weiter)

Register 3: Position des Zeigers auf dem simulierten Band

Register 4: Wird freigehalten fiir Nebenrechnungen

Register 5 und héher