Definitionen und Formelsammlung - Fir die Vorbereitung der Lineare Algebra
Klausur | bei Prof. Karcher — Christoph Tornau - toffi@bigfoot.de — Alle Angaben wie immer ohne Gewehr.

Definitionen von Mengen mit Verknipfungen Version 2

Definition: Gruppe

Eine Menge G zusammen mit einer Verknipfung + (+ : G x G = G) heil3t Gruppe, wenn
folgende Axiome erflillt sind:

Gl:(a+b)+c=a+(b+c)Oab,c ] G (Assoziativgesetz)

G2: Es gibt ein e L1 G (neutrales Element) das folgende Eigenschaften O a [1 G erfillt:
1. e+a=a

2. Zujedem allG gibt es ein a'l1G (inverses Element) mita‘ +a=e

Definition: abelsche/kommutative Gruppe

Eine Gruppe heiRt kommutativ, falls auRerdem auchnocha+b=b+a Oa,blIG gilt
(Kommutativgesetz)

Definition: Ring
Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen (R,+,*)

+RxR=>R
*RxR=>R

E heil3t Ring, wenn folgendes gilt:

[3)

3 R1: R zusammen mit der Addition + ist eine abelsche/kommutative Gruppe

.S R2: (a*b)*c = a*(b*c) O a,b,c] R (Multiplikation (*) assoziativ)

Z | R3: Es gelten die Distributivgesetze

= R3a: Oab,c I R: (a+b)*c=a*c+b*c

2 R3b: Oab,c 0 R:a*(b+c)=a*c+b*

)

E Definition: Ring mit 1 BN |

= Diese beiden Ring-
01 0 R (neutrales Element / Einselement) fur das fur O all R gilt: axiome werden
1*a=a >. haufig zusammen
Es gibt noch kein Kommutativgesetz genommen und

heil3en dann

Definition: Kommutativer Ring Kommutativer Ring

mit Einselement

Oa,bR: a*b=b*a(Kommutativgesetz)
Hier gibt es kein Einselement _/

Definition: Schiefkdrper
Die Kommutativitét gilt hier nicht. Dafir gibt es aber Inverse beziiglich der Multiplikation:

DaOROa" sodaR gilt: a*a*=1

Definition: Kérper

Die Menge K ist ein Kérper, wenn es ein Ring ist, indem das 1-Element vorkommt, indem das
Kommutativgesetz der Multiplikation gilt, in dem es Inverse der Multiplikation gibt und indem
es das neutrale Element beztglich der Multiplikation gibt.
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Surjektiv, Injektiv und Bijektiv:

Definition: Surjektiv
Sei die Abbildung f: V > W surjektiv

Owl w Ov OV, so daB f(v)=w
(jedes Element wird getroffen)

Definition: Injektiv

Eine Abbildung f: V > W ist injektiv

fx)=f(y) <=> x=y

X £y <=>f(x) £ f(y)

(jedes Element wird nur einmal getroffen, es darf Elemente geben, die gar nicht getroffen werden)

Menge A Menge B

Definition: Bijektiv

Surjektiv und Injektiv

Abbildungen / Homomorphismen :

Sei f eine Abbildung f: V> W V, W sind Vektorraume tber demselben Koérper K. Gilt far Ox,y [ V
und r [ K:

f(rx+y) = ri(x) + 1(y)

so heif3t f linear.

Sei f eine Abbildung f: G > H  G,H sind Gruppen und es existieren die Verkniipfungen L}, und L],
auf G und H .Gilt fur 0 a,blJG

f(all b)=(@) , f(b)

so ist f ein Gruppenhomomorphismus
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Sei f eine Abbildung f: V> W  V,W sind Ringe und es existieren die Verkntipfungen Lj, +, auf V
und L, +, auf W.

Gilt fur O a,bdV

f(ald, b)=f(a) 0, (b)
f(a +, b)=f(a) +,, f(b)

so ist f ein Ringhomomorphismus

F eine lineare Abbildung V = W ; V,W sind Vektorraume
Isomorphismus, wenn F bijektiv ist.

Endomorphismus, wenn V=W

Automorphismus, wenn V=W und F bijektiv ist.

Untergruppe und Untervektorraum :

Definition: Untergruppe

Sei G eine Gruppe mit der Verknipfung + und G'0 G eine Teilmenge. G* heil3t Untergruppe, wenn fur
0 a,b]G* gilt:

a+b [1G' (abgeschlossen beziiglich der Verknipfung +)

a'dG (inverses Element vorhanden)

Definition: Untervektorraum
Sei V ein K-Vektorraum und W O V eine Teilmenge. W heil3t Untervektorraum von V falls folgendes
gilt:

UVl W=0
Uv2: Ov, w W =>v+w ] W (abgeschlossen gegeniiber der Addition)
Uv3: v O w, A K= AV W (abgeschlossen gegentiber der Multiplikation mit Skalaren)

Der Nullvektor ist in jedem Untervektorraum vorhanden.

Zu jedem v gibt es ein —v Ow

Jeder UVR hat zwei Untervektorraume: Einmal sich selbst und einmal {0}, wobei der Untervektorraum {0} natirlich nur einen
Untervektorraum, namlich sich selbst hat.

Definitionen in Hinsicht auf Vektorraum :

Definition: Linear unabhangig

Sei V ein K- Vektorraum. Eine endliche Familie (v1,v2,...v;) von Vektoren aus V heif3t linear
unabhangig, falls gilt: Sind Ay,..., ALl K und ist

Avi+ ...+ Avk=0

sofolgt Ai=...=A=0

Anders ausgedriickt, sind die Vektoren linear unabhéngig, wenn sich der Nullvektor nur trivial aus den vy,V,,...v; kombinieren
lant.

Definition: Linear unabhangig

Sei V ein K-Vektorraum. Eine endliche Familie (v1,v2,...v;) von Vektoren aus V heift linear abh&ngig,
falls gilt: Sind Ay,..., Ad[d K und ist

Avi+ ...+ Avk=0

so folgt: Es gibt Ac# 0, so dal3 diese Gleichung auf nichttriviale Weise erfillt wird.
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Definition: Vektorraum

Sei K ein Korper. Eine Menge V zusammen mit den Verknipfungen + und *
+VxV->V

*RxV->

wird Vektorraum genannt, wenn folgendes gilt:

(V,+) sei eine abelsche Gruppe

S1: A UK, v OV A*(u*v)= (\*p)*v (assoziativ)

S2:1 U K:Ov U V:1*v=v (neutrales Element)

D1: (A\*)*v = A*v +p*v (distributiv)

D2: A*(v+w)= A*v +p*v (“)

Definition: Span

Es sei V ein Vektorraum tber dem Korper K und vi,v2,...v, V. Jeder Vektor der Form

aivi+ apve + ...+ apvy

in V mit a; L1 K heif3t Linearkombination von v1,v»,...vn. Die Menge solcher Linearkombinationen
bezeichnet durch

span (V1,Va,...Vn)

heil3t lineare Hille oder Span von vi,Vz,...Vh. Die Vektoren sind nicht zwingend linear unabhangig.

Definition: Erzeugendensystem
Die Vektoren {vi,v2,...vq} heillen Erzeugendensystem von V, wenn sie den Vektorraum ganz
aufspannen:

V = span {V1,Va,...,Vn}

Tipp: Die Vektoren missen nicht linear unabhéngig sein, jedoch missen mindestens dim V zueinander linear unabhéngige
Vektoren vorhanden sein, damit sie den Vektorraum aufspannen kénnen. Die anderen sind dann noch so Just for Fun dabei.

Definition: Basis
Die linear unabh&ngigen Vektoren {v1,v»,...vy} heilen Basis von V, wenn sie den Vektorraum ganz
aufspannen:

V = span {V1,Va,...,Vn}

Es missen dim V linear unabhéngige Vektoren vorhanden sein. (Kriterium fur Basis)

Definition: Kern
Seif: V> W; V,W sind Vektorraume

Kern (f) = {vO V | f(v) = 0}

Definition: Bild
Seif: V> W; V,W sind Vektorraume

Bild (f) = f(v) = { w0 W | OvO V mit f(v) = w}

Satz: Basiserganzungssatz

In einem endlich erzeugten Vektorraum V seien linear unabhéngige Vektoren ws,...,w, gegeben. Dann
kann man Wp,...,w; finden, so dai3

B = { wi,...,WnWn+1,...,W, } €ine Basis von V ist.
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Definition: Dimension

Ist V ein K-Vektorraum, so definieren wir

q [P0, Falls V keine endliche Basis besitzt
imgV =
“ Er, Falls V eine Basis der Lange r besitzt / Anzahl der Vektoren in der Basis
Bemerke: Alle Basen sind gleich lang

dimkV heifl3t Dimension von V Uber K.

Definition: Rang

Ist F eine lineare Abbildung F:V > W, so ist

rang f := dim Bild F

Satze auf Vektorraumen:

| Fist injektiv <=> Ker (F) = 0

.—>"1 Da F injektiv hat jedes Bild genau nur ein Urbild.
Urbild von 0 sei n <=> Ker(F) ={n} =>F(n) =0
Da F linear muf3 gelten F(x) + F(n) = F (x + n) <=> F(x) = F(x + n) =>n=0

AlsoKer (F)=0

.<=*t  Ker (F)=0<=>{vV | F(v)=0}
Beweis der Injektivitat F(v1)=F(v2) <=> F(v1) — F(v2) = 0 <=> F(v1-v2)=0
Da Ker (F) = F(n) = F(0) = 0, sind somit vi=v;

L injektiv <=> linear unabhangig (It - linear unabhéangig

W<=  zz:L(V)=L(w) =>..=>v=w

sei V={v1,vz,...,vn} Basis v,w [1 V, die Basis ist linear unabhangig und auch L(v)) ist linear
unabhéngig

L(v)=L(w)

<=> L(ZAiVi) = L(Z V)
<=> ZAi L(v) = ZM L(v)
=> Z(Ai —H)L(v)=0

= Z()\i = I, )V, =0 => v=w

= zz L(ZAiVi) =0

ZAiVi = ZUiVi

<=> ZAi L(v) = ZM L(v)
=>Z(Ai —H)L(v)=0
=>Z(Ai —K)=0
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Satz: Dimensionsatz

Sei f: V > W (V,W K-Vektorraume) eine lineare Abbildung. Dann gilt:

dim V = dim Bild (f) + dim Ker (f)

T

—

Anzahl der Elemente
der Basis in V

Anzahl der Elemente
der Basis des UVR
des Bildes von f

Anzahl der Elemente
der Basis des UVR
des Kerns von f

0] Da der Kern ein UVR von V ist, kann man die Basis {ki,kz,....kn} des UVR des Kernes durch

Hinzunahme von linear unabhangigen Vektoren zur Basis {ki,kz,...,kn,Vn+1,...Vi} von V

erganzen. (Basisergdnzungssatz)

(i) 1. Wir lassen die lineare Abbildung auf den Basisvektoren von V laufen:

Bild (f) = iuif(ki)fi)«if(vi): _i)«if(vi) A K

k

2. Z A L(v;)=00 Alle A, =0, dakeiner der Vektoren im Kern liegt. g.e.d.

i=n+l

i=n+1

=0

i=n+1
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Definition: Agivalenzrelation
Eine Relation v auf X heif’t Agivalenzrelation, wenn fiir beliebige x,y,z [1 X gilt:
Al: x v x (reflexiv)

A2: x v y=>y ¥ x (symmetrisch)
A3: xvyundy v z=>xv z(transitiv)

Definition: Skalarprodukt / Innenproduktraum

Eine Abbildung <,>: R"xR" > R, (x,y) = <x,y> heiRt Skalarprodukt, wenn O x,x',y [JR" folgendes
gilt:

S1: <x+x,y> = <x,y> + <x',y> (Linearitat)
S2: <x,y> = <y, x> (Symmetrie)
S3: <x,x> =0 und <x,x> =0 =>x=0 (Postiv und definit)

Definition: Norm
Eine Abbildung || ||: R">R: , heiRt Norm, wenn folgende Axiome gelten
N1: |[x][=0<=>x=0

N2: ||AX[] = AL * (X
N3: [x+yll < [X][+]Iyll

z.B.istx 2 ||X|| := /< X, X > eine Norm.

Definition: Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

[<x.y>] < x| [yl

Definition: Permutation

Eine Permutiation p der Menge {1,2,...,n} ist eine eindeutige bijektive Abbildung der Menge auf sich
selbst oder entsprechend eine Umordnung der Zahlen 1,2,...,n.
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Rechnen auf Matrixen:

Verfahren: Matrixmultiplikation

Han a, S E 1| be
(B 8p ax[ [Py |by
= dyp g ﬂ E‘pal by, | By
*byta,*by a,;*b, +a,*b, +a,*b,
by tay*hy a,*b, tay,*by, ta,*by
by tag*hy ay*b, tay*b, tag*h,

all*b13+a12*b23+a13*b33E

Ay " by +a,, * by A, by

Verfahren: Determinantenbestimmung

Eine 2 x 2 Determinante folgendermalen bestimmt werden):

1 Gy _
det = aqidpp - A12a21
2 9y

Verfahren: Determinantenbestimmung mit Hilfe von Laplace
Man wahlt + und — schachbrettmusterartig.

alle anderen folgen dann schachbrettmusterartig:

g - "
O + - +C
0, _ ., _C
{010

Han a, aj a14E WE

le a22 a23 a24 [_ 1 a22 a23 a24 [
det [— ail det [ - ao det
31 a32 a33 a34 1 32 a33 a34
41 a42 a43 a44 E 4| a42 a43 a44 E

[aZl 22 3 a24 L [aZl a22

42 a a44

41 41 a42 a43

Wenn wir das oberste linke Element betrachten, dann bekommt es ein +,

le a23 a
%31 2 a33 a
41 4, a43 a
a a AN
+ a3 det ['&14 det [: a1 det [a32 a33 a34 C
31 a32 3 a34 31 a32 a33
. & i

B-:lzl Ay Ay HaZl Ay 8y Bazl Ay 8y
-apdet [Ay Ay Ay [+awdet[jay 8y dy[-awudet[Ry 3dp aApl

&41 a43 a44 E &aﬂ a42 a44 E &41 a42 a43 E

Dies kann man nun im nachsten Schritt weiterfiihren, bis man auf 2 x 2 Matrixen kommt. Von diesen

kann man ganz einfach (oben beschrieben) Determinanten ausrechnen. Man kann auch Determinanten von 3
x 3 Matrixen so ausrechnen. Aber die Formel ist komplizierter und so lohnt es sich nicht diese auswendig zu lernen.

:

24

34
44

Frmiriri

Bazz Ay Ay
Bi42 ay a44E
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Gesetze zur Vereinfachung der Determinantenbestimmung

« Die Determinante einer Matrix und die ihrer Transponierten AT sind gleich;das heif3t det A = det A
(Eine Transponierte ist die Spieglung an der Diagonalen)

* Wenn eine Zeile oder Spalte der Matrix aus Nullen besteht, so ist det A =0

* Wenn A zwei gleiche bzw. linear abhangige Zeilen (Spalten) besitzt, dann gilt ebenfalls det A=0

* Wenn A eine Dreiecksmatrix ist, d.h. oberhalb und unterhalb der Diagonalen nur Nullen hat, dann
ist det A gleich dem Produkt ihrer Diagonalelemente.

Definition: klassische Adjunkte (nicht so wichtig)

Fur jeden Wert in der Matrix wird die Determinante der Matrix bestimmt, die entsteht, wenn man die
Zeile und Spalte streicht, in der der Wert steht. Das Vorzeichen alterniert. Das ergibt dann eine neue
Matrix gleichen Ausmal3es: (Beispiel fir eine 3 x 3 Matrix)

0

Efau a, Qg E H

. _ |:|_
adifa, ay ayl[= 0

s 8y anl O

J t——87 ]
283 TAx38s 83835 T 838y Aydyp Tdaydy

=[PpQg 4385 83385 T 38y 88y T @8y [

Efauazs Txpa; 8138y T8y 838y &8y E

Verfahren: Gram Schidtsches Orthogonalisierungsverfahren

W1 =V,
<V,,W, >
Wo = Vo - 2 12 1
[l |
= 3_<V3,Wl> SV, W, >
- 1 2
lhw, 1° lIw, I
<Vn7W1> <Vn7W2> <Vn7W3> <Vn’Wn—l>
n- 17 2" 37T T 2
llw, 1° Il w, II° lhw, I lIw,, I
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Diagonalisierung:

Definition: Charakteristisches Polynom
Xa(t) = det (tl-A)

A: Ausgangsmatrix
I: Identitatsmatrix

Definition: Eigenwert

Sei F ein Endomorphismus des K-Vektorraums V. Die Matrix zu diesem Endomorphismus sei A. Ein
A O K heiRt Eigenwert von F, wenn es ein vV mit v # Ogibt, so daR gilt
AV=ALy

Definition: Eigenvektor

Sei F ein Endomorphismus des K-Vektorraums V. Die Matrix zu diesem Endomorphismus sei A.
A O K ist Eigenwert von F. AllevV ,v # O heiRen Eigenvektoren, wenn gilt
AlV=A0LV

Definition: Eigenraum

Die Menge E, aller Eigenvektoren, die zu A gehdren, ist ein Unterraum von K" genannt Eigenraum.

Satz: Diagonalisierbar

Eine n-quadratische Matrix A ist einer Diagnoalmatrix D dann und nur dann &hnlich (A ist diagonali-
sierbar), wenn A n linear unabhangige Eigenvektoren hat.

Verfahren: Diagonalisierung
Die Eingabe ist eine n-quadratische Matrix A

Schritt 1: Ermittle das Charakteristische Polynom von A

Schritt 2: Ermittle die Nullstellen dieses Polynoms, um die Eigenwerte (A) von A zu erhalten

Schritt 3: Wiederhole die folgenden Schritte fir jeden Eigenwert

1. Bilde M= A-Aid (Der Eigenwert wird von allen Werten in der Diagonalen abgezogen. So erhalt man
M)

2. Ermittle die Basis fur die Losungsmenge des homogenen Systems MX=0 (Dies sind die linear
unabhéngigen Eigenvektoren von A)

Schritt 4: Betrachte die Menge S = {va,...,vin} aller Eigenvektoren

1. Wenndim S #n, so ist die Matrix nicht diagonalisierbar.

2. Wenndim S =n, dann ist P die Matrix deren Spalten die Eigenvektoren sind und

— -1 —
D=P'AP=]
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